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Objetivos de Aprendizagem

Ao final desta aula, o estudante devera ser capaz de:

1. Justificar por que medidas de posi¢ao sao insuficientes para descrever um conjunto
de dados, comparando conjuntos de mesma média.

2. Calcular amplitude, desvio médio, varidncia (populacional e amostral) e desvio
padrao para dados nao agrupados.

3. Explicar o significado dos graus de liberdade e o uso de (n — 1) na varidncia
amostral.

4. Interpretar fisicamente o desvio padrao e aplicd-lo a Regra Empirica (68-95-
99,7%).

5. Calcular e interpretar o coeficiente de variacao para comparar conjuntos de uni-
dades distintas.

6. Classificar uma distribui¢do quanto a assimetria (simétrica, positiva, negativa) e
a curtose (meso/lepto/platicirtica).

7. Determinar quartis, decis e percentis e estabelecer as equivaléncias entre eles.

8. Construir e interpretar um boxplot para identificar dispersao e outliers.

Pré-requisitos
« Conceitos de populagdo, amostra, varidvel e tipos de varidveis (qualitativas/quantitativas).
o Medidas de tendéncia central (média, mediana, moda) — Nota de Aula 3.
» Operagoes basicas com somatérios (3°) e notacao de indices.

» Nogoes de gréficos para dados quantitativos (histograma, ramo-e-folhas).

Estatistica — Graduagao
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1 Introducao

Na aula anterior estudamos as medidas de tendéncia central — média, mediana e
moda —, que fornecem um valor representativo do conjunto de dados. Entretanto, dois
conjuntos podem possuir exatamente a mesma média e, ainda assim, serem completamente
diferentes.

Exemplo 1.1. Considere os conjuntos
A = {10,10, 10,10, 10}, B =1{2,6,10,14,18}.

Ambos possuem média igual a 10. Apesar disso, observa-se claramente que o conjunto A
apresenta pouca variagao (todos os valores sao iguais a média), enquanto o conjunto B
possui valores bastante espalhados.

Essa diferenca é capturada pelas chamadas medidas de dispersao, que quantificam
o quanto os dados se afastam de um valor central. Medidas de posicdo e medidas de
dispersao sao complementares: juntas descrevem adequadamente o comportamento de
um conjunto de observagoes.

JEConjunto A (média 10)
I8 Conjunto B (média 10)

=~

(]

frequéncia

0 N NN § R

Distribuigoes com a mesma média (10), porém com variabilidades muito distintas.

Observacao 1.1. Historicamente, o desenvolvimento sistematico das medidas de dispersao
ocorreu no século XIX, com os trabalhos de Francis Galton (que introduziu o conceito
de quartis e percentis) e Karl Pearson (responsavel pelo desvio padrao moderno e pelos
coeficientes de assimetria e curtose). A variancia, como quadrado do desvio, foi popula-
rizada por R. A. Fisher no inicio do século XX, no contexto da Analise de Varidncia.

2 Variabilidade

A variabilidade representa o quanto os dados se afastam de um valor central.

e Quanto menor a variabilidade, mais homogéneos sao os dados e maior é a consis-
téncia das observagoes.

e Quanto maior a variabilidade, maior é a dispersao e mais heterogéneos sao os dados.

Diversas medidas podem ser utilizadas para quantificar essa dispersao: amplitude,
desvio médio, variancia, desvio padrao e coeficiente de variacao, estudados a seguir.

Estatistica — Graduacao
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3 Amplitude

Defini¢ao 3.1 (Amplitude). A amplitude é a diferenga entre o maior e o menor valor
observado:
A= Lmax — Lmin- (1)

Exemplo 3.1. Para os dados 3, 5, 8, 10, 14:
A=14-3=11.

Observacao 3.1. Vantagens: cédlculo simples e imediato.
Desvantagens: utiliza apenas dois valores da amostra e é extremamente sensivel a valores
extremos (outliers), ignorando toda a informagao contida nos demais dados.

4 Desvio Médio

O desvio médio mede a distancia média entre cada observagao e a média aritmética.

Definigao 4.1 (Desvio médio).

L), (2)

em que T = %in.

Por que o médulo? Observe que a soma dos desvios com sinal é sempre nula:

n

Z(mi—f):in—nj:in—in:O. (3)

i=1
Logo, tomar a média dos desvios com sinal resultaria sempre em zero, nao fornecendo

informacao sobre a dispersao. O uso do walor absoluto elimina o cancelamento e fornece
uma medida positiva da distancia média.

Exemplo 4.1. Sejam x = {2,4,6,8}. A média é £ = 5. Os desvios absolutos:
12— 5[, [4—5],[6=5|, |8—5] =3, 1, 1, 3.

Portanto: 3114143 g
DM=——"— = — =2,
4 4

Interpretacao: em média, cada observagao dista 2 unidades da média.

Exemplo 4.2. Para tornar o cédlculo sistemdtico, organize os passos em uma tabela.
Considere z = {12, 15, 18, 20, 25}. & = 2 = 18.

DM = 5= 3,6 (distancia média & média).

s? = Ef =245 = s=+/24,5 ~ 4,95.

Note que a soma dos desvios com sinal é sempre zero (iltima coluna parcial), confirmando
a necessidade do médulo ou do quadrado para medir dispersao.

Observacao 4.1. O desvio médio é pouco sensivel a outliers quando comparado a am-
plitude, mas usa valor absoluto, que é mais dificil de manipular algebricamente (nao é
diferencidvel na origem). Por isso, prefere-se a varidncia como medida-padrao.

Estatistica — Graduacao
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i ox =T |ri—7 (v —17)?
1 12 —6 6 36
2 15 =3 3 9
3 18 0 0 0
4 20 2 2 4
5 25 7 7 49
> 90 0 18 98

5 Variancia

A variancia é uma das medidas mais importantes da Estatistica. Ela mede o espalha-
mento dos dados em torno da média, utilizando o quadrado dos desvios.

5.1 Por que o quadrado?

A ideia central consiste em calcular o desvio de cada observacgao em relagdo a média
(x; — ). Como a soma desses desvios é sempre zero (equagao 3), evita-se o cancelamento
elevando cada desvio ao quadrado. Além disso:

o O quadrado penaliza mais desvios grandes do que pequenos, enfatizando observagoes
distantes da média.

e O uso do quadrado (em vez do mddulo) preserva a diferenciabilidade, o que é es-
sencial para a Inferéncia Estatistica e para a dedugao de propriedades analiticas.

5.2 Variancia populacional

Definicao 5.1 (Variancia populacional).
o2 — 1 &
=N ; (4)
em que N é o tamanho da populacdo e p a média populacional.

5.3 Variancia amostral

Defini¢ao 5.2 (Varidncia amostral).

5.4 Por que (n—1) e ndo n? Graus de liberdade

Quando usamos = (a média amostral) em vez de p (a média populacional), os n desvios
x; — T ndo sao independentes: eles satisfazem a restrigao Y- (z; —x) = 0. Logo, s6 podemos
escolher livremente n — 1 valores; o ultimo é determinado pela média. Diz-se que hd n —1
graus de liberdade.

Além disso, dividir por n produziria um estimador viesado (tende a subestimar a
variancia populacional, ja que os dados amostrais costumam estar mais préximos da

Estatistica — Graduacao
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prépria média z do que de p). A divisao por n — 1 conduz a um estimador nao viesado
o i feréncia clissica.
de 02, do ponto de vista da inferéncia cléssica

Exemplo 5.1. Sejam x = {2,4,6,8,10}. A média é * = 6. Os quadrados dos desvios:
(2—16)2 (4—6)% (6 —6)% (8—6)% (10 —6)* = 16, 4, 0, 4, 16.

Soma = 40. Entao A0 0 0
s — 1 0, o 5 8

Observagdo 5.1. Existe uma férmula computacional equivalente e til para o calculo

manual: (Z . sz) )7 o

Demonstragao. Expandindo o quadrado do desvio:

> (i —2)° = Z(x? — 2T x; + :EQ>
; i=1
=> a7 -2 x; + na’. (7)

Como Y z; = nz, substituindo em (7):

Z(xZ — 1) = Zx? — oz +nrt = me — nz’. (8)

2
Mas nz? =n (Zx) = %7 logo

n—l

(o -2 = Yat - 0L

que, dividido por n — 1, conduz a equacgao (6). [ |

Observagao 5.2. A férmula (6) é numericamente mais estavel quando os calculos sao feitos
manualmente a partir de uma tabela, pois exige apenas o acimulo de 3 x; e 3" z7 — sem
recalcular os desvios em relacdo a x. Em softwares modernos, prefere-se a forma direta,
mais robusta a erros de arredondamento.

Exemplo 5.2. Para z = {4, 8, 12, 16, 20} (mesma média £ = 12), usemos a férmula
computacional:

> oa; =60, D a7 =16+ 64+ 144 + 256 + 400 = 830.

1 602\ 1 160
- — 72 =4
= (880 - ) 7 (880 —720) = —= = 40,

o que confere com o calculo direto. Logo s = /40 ~ 6,32.

Estatistica — Graduacao
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6 Desvio Padrao

Como a variancia possui unidade ao quadrado (por exemplo, cm? ou kgz), torna-se di-
ficil interpreta-la diretamente. Define-se entdo o desvio padrao como a raiz quadrada
(positiva) da variancia, retornando a unidade original dos dados.

Definig¢ao 6.1 (Desvio padrao).

a:\/;:\/;[Z(mi—,u)?, (9)

para a populagao, e

n—1

1
s=Vs?= \/ > (xi — 1), (10)
para a amostra.

Exemplo 6.1. No exemplo anterior, s? = 10, portanto
s =10 = 3,16.

Exemplo 6.2. Considere tempos (em segundos) = = {8, 9, 10, 11, 12}. & = 10.

Z:E? =64+ 814 100 + 121 + 144 = 510; > x; = 50.

52 = 1(510 — Z0) = 1(510 — 500) = 2,5 = s ~ 1,58 5.

Para essa varidvel (préxima da simetria), supondo normalidade: 68% dos tempos estdao

em 10+1,58 = [8,42; 11,58]; 95% em 10+ 3,16 = [6,84; 13,16]. Os dados observados estao
todos dentro destes intervalos, o que é consistente.

6.1 Interpretacao fisica e Regra Empirica

O desvio padrao indica a ordem de grandeza tipica das flutuagdes dos dados em torno
da média. Para distribui¢oes aproximadamente normais (simétricas e em formato de
sino), vale a Regra Empirica:

o Cerca de 68% dos dados estao no intervalo p + o.
o Cerca de 95% dos dados estao no intervalo p + 20.

o Cerca de 99,7% dos dados estao no intervalo p =+ 30.

Xz

Regra Empirica para a distribuicao normal.

Estatistica — Graduacao
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Observacao 6.1. A Regra Empirica ndo se aplica a distribui¢oes fortemente assimétricas.
Para qualquer distribui¢do (qualquer formato), no entanto, vale a Desigualdade de
Tchebycheft:

P(IX = | > ko) < 1

k2’

k> 0. (11)

Equivalentemente, ao menos a fragdo 1 — 1/k? dos dados esta no intervalo u =+ ko.

Para k = 2: ao menos 75% dos dados em p + 20.

Para k = 3: ao menos 88,9% dos dados em p + 30.

Como Tchebycheff vale sempre, ¢ um resultado conservador: para distribui¢des normais,
as fragoes reais (95% e 99,7%) excedem os limites de Tchebycheff.

Exemplo 6.3. Alturas de uma populac¢ao tém g = 170 cm e 0 = 8 cm. Pela Regra Em-
pirica (supondo normalidade): ~ 95% em [154; 186]. Pela Desigualdade de Tchebycheff
(sem suposicao de forma): ao menos 75% em [154; 186] (com k = 2). A Regre Empirica
proporciona estimativas mais precisas, mas exige normalidade aproximada.

7 Coeficiente de Variacao

O desvio padrao depende da unidade de medida: s em centimetros nao é diretamente
comparavel a s em quilogramas, e dois conjuntos com médias muito diferentes podem ter
desvios padrao distintos apenas por causa da escala.

Definicao 7.1 (Coeficiente de variagao).

oV =2 % 100%. (12)

xZ

O CV é uma medida adimensional, permitindo comparar a dispersao relativa de con-
juntos com unidades ou escalas distintas.

7.1 Interpretacao usual
o CV < 10%: baixa dispersao (dados homogéneos).

o 10% < CV < 30%: dispersao média.

o CV 2 30%: dispersao elevada (dados heterogéneos).

Esses limites sao convencoes pratica; o critério final depende da area de aplicagao.

Exemplo 7.1. Considere as medidas de altura e massa de um grupo de individuos:

= 8
h=170cm, s, =8cm = CVh:mxloo%%élj%.

9
m="T0kg, s, =9kg = C’Vm:%xloo%zmﬂ%.

Embora s,, > s, a variabilidade relativa é maior para a massa. Nao seria possivel concluir
isso apenas comparando sp, € S,.

Estatistica — Graduacao
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7.2 Aplicagoes

O CV é largamente empregado em:
o Controle de qualidade: comparar a precisdo de processos com escalas distintas.
« Experimentos cientificos: avaliar a reprodutibilidade de medidas.
» Fisica Experimental: quantificar a incerteza relativa de instrumentos.

e Pesquisas educacionais: comparar a variabilidade de notas entre turmas diferen-
tes.

Observacao 7.1. Cuidados no uso do CV.

» Exige uma variavel de razao (com zero absoluto): nao aplicar a temperatura Celsius
(zero convencional) nem a escores em escala arbitraria.

o Para médias muito proximas de zero, o C'V explodes — tornando-se instavel; evite-o
nesses casos.

o Nao substitui o desvio padrao: CV mede dispersdo relativa, ndo absoluta. Use
ambos quando relevante.

Exemplo 7.2. Dois instrumentos de medigao de concentragao (mg/L) reportam, para a
mesma amostra padrao:

L:72=100,5=02 = CV, =2%. I,: =250,5s=8 = CV,=32%.

Embora I, tenha desvio padrao absoluto muito maior, sua dispersao relativa é s6 60%
maior. Para controle de qualidade em escalas tao distintas, o C'V é a medida adequada
para julgar a precisao dos instrumentos.

Tabela 1: Tabela-resumo das medidas de dispersao.

Medida O que mede Unidade
Amplitude Espalhamento total Sim
Desvio médio Distancia média Sim
Variancia Dispersao quadrética Unidade?
Desvio padrao Dispersao Mesma unidade
Coeficiente de variacdo  Dispersao relativa %

8 Propriedades da variancia e do desvio padrao

A varidncia e o desvio padrao possuem propriedades operatorias importantes, que justifi-
cam seu uso em Inferéncia e em transformacoes de variaveis.

Defini¢ao 8.1 (Propriedades). Para constantes a e b e uma variavel X:

1. Translagado: somar (ou subtrair) uma constante ndao altera a dispersao.

Var(X 4+ b) = Var(X),  DP(X +b) = DP(X).

Estatistica — Graduacao
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2. Escala: multiplicar por uma constante afeta a variancia pelo quadrado do fator e o
desvio padrao pelo valor absoluto do fator.

Var(aX) = a* Var(X),  DP(aX) = |a| DP(X).

3. Combinada: Var(aX + b) = a?® Var(X).

Exemplo 8.1. Considere temperaturas em graus Celsius com s¢ = 10°C. Convertendo
para Fahrenheit, FF = 1,8C' + 32:

sp=18sc=18F,  s%=18s% =324.
Note que 32 (transla¢do) nao afeta a dispersao.

Observagao 8.1. A propriedade de escala mostra por que o coeficiente de variagao
é invariante por mudanca de escala: se Y = aX (com a > 0), entdao ¥ = aX e
sy = asx, de modo que

Sy asSx Sx
CVy = == == =(CV,
YT T uX X X

Ja a translacdo altera o CV (porque a média muda, mas s nao). Por isso, C'V sé faz
sentido para varidveis razdo (com zero absoluto), e ndo para variaveis de intervalo como
temperatura Celsius.

9 Medidas de dispersao para dados agrupados

Quando os dados sao apresentados em uma distribuicao de frequéncias, as férmulas
simples nao se aplicam diretamente: cada valor z; representa um intervalo de classe e
tem uma frequéncia f;. Nesses casos, trabalhamos com os pontos médios das classes.

9.1 Meédia, variancia e desvio padrao

Sejam k classes, com pontos médios p; e frequéncias absolutas n; (> n; = n).

Defini¢ao 9.1 (Média amostral agrupada).

Z (13)

=1
Definigao 9.2 (Variancia amostral agrupada).

3\’—‘

(En)” w)Q

Z nz Pi — Z nlpz

n—1:
O desvio padrao agrupado é s = V2.

Exemplo 9.1. A tabela a seguir apresenta a distribuicao de notas de 50 estudantes.
Média: z = 262/50 = 5,24.
Variancia (amostral):

1 2622 1 68644 1 245.12
2 = 1618 — = — (1618 — ) 1618 — 1372,88 7~ 5.00.
T ( 50 ) 49 50 )~ 1 TR

Logo s ~ v/5 ~ 2,24 notas.
CV =~ 2,24/5.24 ~ 42,7% — dispersao relativamente elevada.

Estatistica — Graduacao
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2

Classe p; (nota) n; ngp; p;  np;
0,2) 1 4 4 1 4
2,4) 310 30 9 90
[4,6) 5 18 90 25 450
6,8) 712 84 49 588
8,100 9 6 54 81 486
Total — 50 262 — 1618

Observacao 9.1. Os valores obtidos a partir de dados agrupados sao aproximagoes dos
valores exatos. Ao agrupar, perdeu-se a variabilidade dentro de cada classe (que é con-

templada apenas pelo ponto médio), de modo que s

2
grup

tende a superestimar levemente a

variancia verdadeira. Quanto menores as amplitudes das classes, melhor a aproximagao.

Estatistica — Graduacao
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10 Parte II — Forma das Distribuicoes

Até agora estudamos apenas quanto os dados variam. Vamos agora descrever como eles se
distribuem, por meio das medidas de forma: assimetria e curtose, além das separatrizes
(quartis, decis e percentis).

11 Assimetria

Nem toda distribuicao é simétrica. A assimetria (ou obliquidade) mede a falta de simetria
na distribuicdo dos dados.

11.1 Distribuicao simétrica

Em uma distribuicao simétrica, a média, a mediana e a moda coincidem:

média = mediana = moda.

11.2 Assimetria positiva
A cauda mais longa se estende a direita (valores maiores). Neste caso:
moda < mediana < média.

Isso ocorre porque os valores extremos a direita puram a média para cima. Exemplos:
distribuicao de renda, tempos de espera em filas.

cauda a direita

11.3 Assimetria negativa

A cauda mais longa se estende a esquerda (valores menores). Neste caso:
média < mediana < moda.

Exemplos: notas de uma prova muito facil, idade de aposentadoria.

N

Estatistica — Graduacao
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Observacao 11.1. Existem coeficientes numéricos para quantificar a assimetria, como o
Coeficiente de Pearson:

3(z — Med
As = 7@ ¢ ),
S
ou 0 Coeficiente Momento de Assimetria:
g1 = —33 .

As > 0 indica assimetria positiva; As < 0, negativa; As & 0, simetria.

Exemplo 11.1. Considere a distribuigao de salarios (em salarios-minimos) de uma em-
presa: média = 3,2; mediana = 2,0; moda = 1,5; s = 2,4. O Coeficiente de Pearson
é
s — 3(x —Med) 3(3,2-2,0) 36
N s B 2.4 24
Confirma-se assimetria positiva (a pequena parcela de salarios altos puxa a média para
cima).

=1,0>0.

Exemplo 11.2. Em uma turma onde a maioria foi bem (prova facil), obtém-se média
= 7,8, mediana = 8,2, moda = 8,8, com s = 1.5:
3(7,8—-8,2) —1,2

A = = = — .
S 5 15 0,8<0

Distribuigao negativamente assimétrica, com cauda a esquerda (poucas notas baixas).

12 Curtose

A curtose mede o grau de concentracao dos dados em torno da média, ou seja, o “afia-
mento” do pico da distribuicao.

Defini¢ao 12.1 (Classificagdo quanto a curtose). e Mesocnurtica: distribuicao de pico
moderado, semelhante a normal.

» Leptocurtica: distribuicao de pico alto e caudas leves — dados muito concentrados
em torno da média.

o Platictrtica: distribuicao achatada, com pico baixo e caudas mais espessas —
dados mais espalhados.

— mesocurtica
— leptocurtica
— platictrtica

Observacao 12.1. O coeficiente de curtose padronizado é

_ a2l - 7)!

3

g2

Para a normal, go = 0. go > 0 indica leptocurtose; g, < 0, platicurtose.

Estatistica — Graduacao
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13 Momentos e medidas de forma

As medidas de assimetria e curtose podem ser expressas de forma unificada por meio dos
momentos da distribuicao.

Definicao 13.1 (Momento central de ordem 7).
my=—> (z;— )" (15)

Vejamos os casos particulares:

« my =23 (z; —Z) =0 (a soma dos desvios é nula).

e my = =3 (x; — z)* — varidncia populacional (denominador n).

e M3 — imetria. ien imetri isher é g; = msg/s”.
3 — base da assimetria. O coeficiente de assimetria de Fisher é /53

o my — base da curtose. A curtose de Fisher é gy = my/s* — 3.

Observacao 13.1. A subtracao de 3 no coeficiente de curtose aparece porque a distribuicao
normal possui exatamente m,/s* = 3. Assim, comparar com a normal é natural: g, = 0
para uma curva mesocurtica (equiparavel a normal).

Exemplo 13.1. Para os dados = = {2, 4, 6, 8, 10}, z = 6, s ~ 3,16 (varidncia amostral
10).

ms = 5 0 =g =0 (simétrica como esperado).

my = HHEHES — 3 — 68 Usando s* (com denominador n, 0! = 8% = 64), my/o* =
6,8/64 ~ 0, 106 multo abaixo de 3 — o que indica forte platicurtose, como esperado para
um conjunto tao pequeno.

(—8)+(~1)+0+1+8

Observagao 13.2. Os momentos amostrais sdo estimadores viciados de momentos popula-
cionais quando usamos divisor n; em amostras pequenas, ¢; € go exigem corregoes (por

exemplo, a corregao gf = /n(n—1)g;/(n — 2)). Essas corregoes sao apresentadas em
cursos de Inferéncia.

14 Quartis

Os quartis dividem o conjunto de dados ordenado em quatro partes iguais.
Defini¢ao 14.1 (Quartis). Sejam r1) < T(g) < -+ < () 0s dados ordenados.

e (Qy: primeiro quartil — valor que deixa 25% dos dados abaixo dele.

e () segundo quartil — coincide com a mediana (deixa 50% dos dados abaixo).

e (Q3: terceiro quartil — valor que deixa 75% dos dados abaixo ele.

O amplitude interquartilica (I1Q)) é uma medida de dispersao robusta:

1Q = Q3 — Q. (16)

Exemplo 14.1. Sejam x = {3, 5, 8, 10, 14, 16, 20, 22} (j4 ordenados, n = 8).
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N xX
Q> = mediana =

(@TZ5) 10414 _
5 =0 = 12.

Para );: mediana da metade inferior {3,5,8,10} = Q; = % =6,5.

Para ()3: mediana da metade superior {14, 16, 20,22} = Q3 = 16;—20 = 18.

I1Q =18 — 6,5 = 11,5.

14.1 Boxplot

O bozplot (diagrama de caixa) é uma representagao grafica que utiliza mediana, quartis e
los bigodes (whiskers) para mostrar dispersao, simetria e outliers.

QMed)s
Lmin outlierdmax

| oo

Observacao 14.1. Um ponto x é frequentemente classificado como outlier quando
r<@Q—151IQ ou x>Q3+151I1Q.

Exemplo 14.2. Para x = {3, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 25} (n = 11):

Mediana = 9 (6° valor). @1 (mediana de {3,5,6,7,8}) = 6; @3 (mediana de {10, 11, 12,13,25})
—12. I1Q = 6.

Limites: inf =6 — 9 = —3; sup = 12+ 9 = 21. Logo 25 é outlier; xy;, (sem outlier) = 3;
Tmax (sem outlier) = 13.

. x 25 (outlier)
—A : I °
3 Q=0ypq = §s =12

Leitura do boxzplot: a caixa concentra os 50% centrais dos dados; o traco interno é a
mediana; os “bigodes” alcangam até os valores extremos (sem outliers); qualquer ponto
além dos limites é marcado isoladamente. A simetria da caixa em torno da mediana e o
tamanho dos bigodes indicam a forma da distribuicao.

15 Decis

Os decis dividem os dados ordenados em dez partes iguais. Existem 9 decis, Dy, Do, ..., Dy,
onde Dj, deixa 10k% dos dados abaixo de si.

Exemplo 15.1. Na distribui¢do do exemplo anterior (n = 8, D5 = mediana = 12). Para

Dy, posicao % -8 = 0,8 = entre x(;) = 3 e x(9) = 5, interpolagao linear:

Dy =z +0,8(z@) — 7)) =3+ 0,8(2) = 4,6.
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16 Percentis

Os percentis dividem os dados em cem partes iguais. Existem 99 percentis Py, P, . .., Py,
em que Py deixa k% dos dados abaixo de si.

Definigao 16.1 (Posi¢ao do percentil). Uma das regras usuais para a posigao do percentil

P, é
k
sk 1
posicao, 100 (n), (17)

Efetua-se interpolacao linear caso a posi¢ao nao seja inteira.

Observagdo 16.1. Aplicagoes dos percentis: ENEM e vestibulares, concursos publicos,
exames médicos, curvas de crescimento infantil, testes de QI e avalia¢oes educacionais. Fa-
lar que um estudante esta no “percentil 85 do ENEM”, significa que 85% dos participantes
obtiveram nota inferior a dele.

Exemplo 16.1. Em uma prova, 800 candidatos obtém notas entre 0 e 1000. Deseja-se
o percentil 90, ou seja, a nota Py, tal que 90% dos 800 candidatos (= 720) obtém nota
inferior. Equivale a 720* maior nota — que na préatica é a 81* maior nota (na ordem
decrescente). Ordenando de forma crescente, a posigao aproximada é 0,90 x 800 = 720;
caso essa posicao nao seja inteira, interpola-se linearmente entre os valores adjacentes.

16.1 Métodos de calculo dos quartis

Existem métodos distintos (e igualmente validos) para calcular quartis em amostras pe-
quenas:

« Método exclusivo (ezclusive, usado em TI-84, Numpy por padrao): exclui a me-
diana antes de dividir.

« Método inclusivo (inclusive, usado no Excel QUARTIL.INC): inclui a mediana em
ambas as metades.

Isso pode gerar valores ligeiramente diferentes — sem que nenhum esteja “errado”. Em
amostras grandes, as diferencas sao despreziveis.

Exemplo 16.2. Para x = {3, 5, 8, 10, 14, 16, 20, 22} (n = 8, ja feito):
o Exclusivo: @); = 6,5, Q3 = 18.

o Inclusivo: a mediana 12 entra em ambas as metades. Metade inferior {3, 5, 8,10, 12}:
mediana = 8. Metade superior {12,14,16,20,22}: mediana = 16. Logo Q1 = 8,
Qs = 16.

A discordancia é normal; o importante é declarar o método utilizado.

17 Relacao entre Quartis, Decis e Percentis

As separatrizes sao casos particulares dos percentis:

Ql = P257 QQ = P507 Q?) = P75- (18>
Dl :Pw, D5 :P507 D9:P90~ (19>
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Tabela 2: Equivaléncias entre separatrizes.
Quartil Decil Percentil

1 Dy s Pos
Q2 Ds Ps
Q3 Dz 5 Prs
— D, P
— Dy Py

Tabela 3: Resumo das medidas de forma.
Medida Objetivo

Assimetria Direcao da cauda

Curtose Grau de concentragao
Quartis Divide em 4 partes
Decis Divide em 10 partes

Percentis  Divide em 100 partes

Resumo da Aula

Parte I — Medidas de dispersao:

Tabela 4: Comparagao das medidas de dispersao.

Medida Unidade Sensivel a outliers? O que mede
Amplitude Sim Muito Espalhamento total
Desvio médio Sim Pouco Distancia média a média
Variancia Unid.? Sim Dispersao quadratica
Desvio padrao Sim Sim Dispersao (mesma unidade)
Coeficiente de variacao % Sim Dispersao relativa

Parte II — Medidas de forma e separatrizes:

Principais ideias a reter:

Medidas de posicao e dispersao sao complementares: média e mediana iguais nao
implicam distribuicoes iguais.

A variancia usa o quadrado dos desvios para evitar cancelamento e penalizar grandes
desvios; o desvio padrao restaura a unidade original.

O divisor n — 1 na variancia amostral: graus de liberdade e estimador nao viesado.

O coeficiente de variacao é adimensional, permitindo comparar variabilidades de
unidades distintas (mas exige varidvel de razao).

A Regra Empirica (68-95-99,7%) vale apenas para distribui¢oes aproximadamente
normais; a Desigualdade de Tchebycheff vale para qualquer forma.

A assimetria indica a dire¢ao da cauda; a curtose, o grau de concentracao dos dados.
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Tabela 5: Resumo das medidas de forma.
Medida Objetivo

Assimetria Direcao da cauda

Curtose Grau de concentragao dos dados
Quartis Divide a distribuicao em 4 partes
Decis Divide a distribuicao em 10 partes

Percentis  Divide a distribuicao em 100 partes

e Quartis, decis e percentis sdo casos particulares de uma mesma familia de separa-
trizes.
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19 Sintese: analise comparativa completa

Vamos integrar todas as medidas estudadas em uma analise completa de dois conjuntos
de notas (Turma A e Turma B), cada uma com n = 10 estudantes:

Tabela 6: Notas de duas turmas.
Turma A 4 5 5 6 6 6 7 7 8 9

TurmaB 2 3 4 5 6 7 8 9 9 10

Turma A. Ordenada: 4,5,5,6,6,6,7,7,8,9.
>x=063=1z=06,3 Mediana = (6 +6)/2=6. Moda = 6.
S a2 =16+ 25+ 25+ 36 + 36 + 36 + 49 + 49 + 64 + 81 = 417.
s =5 (417 = 95) = 1(417 - 396,9) = 2! ~ 2,23 = 5 & 1,49.
CV =1,49/6,3 ~ 23,7%.
)1=5;Q3="T; 1IQ =2; Py (pos 1): = 5.
Assimetria: média 6,3 > mediana 6 > moda 6 = levemente positiva.
Turma B. Ordenada: 2,3,4,5,6,7,8,9,9,10.
>x=63=1=06,3. Mediana = (6+7)/2=6,5.
Moda = 9 (bimodal fracamente). Y- 2% = 4+9+16+25436+49+64+81+81+100 = 465.
s? = 1(465 — 396,9) = &L ~ 757 = s &~ 2,75.
CV =2,75/6,3 ~ 43,7%.
Q=4 Q3=911Q =5.
Comparagao. Embora as duas turmas tenham ezatamente a mesma média (6,3), a
Turma B apresenta:

e Variancia ~ 3,4 vezes maior.
« CV quase o dobro (43,7% contra 23,7%) — muito mais heterogénea.
o IIQ muito maior (5 contra 2) — a parte central dos dados é mais espalhada.

 Distribuicao negativamente assimétrica (moda 9 > mediana 6,5 > média 6,3): pou-
cas notas baixas puxam a média para baixo.

’ 00 Turma A
.g 9 | 00 Turma B
&
=
LI NunI

0 1 : : : : : :

3 4 5 7 8

9 6 9 10

nota

Histograma das duas turmas: mesma média, dispersdes muito diferentes.

Observacao 19.1. Esse exemplo ilustra o conceito central deste capitulo: medidas de
posicao nao sao suficientes. SO ao examinar dispersao, assimetria e separatrizes é
possivel distinguir turmas com médias idénticas.
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20 Exercicios Propostos
Lista com graus de dificuldade progressivos. Gabaritos na segao 21.

1. (Amplitude) Calcule a amplitude dos dados: 5, 7, 7, 8, 10, 12, 15.
2. (Desvio médio) Para x = {2, 4, 6, 8}, calcule o desvio médio e interprete.

3. (Varidncia populacional) Uma populagdo finita tem valores 1, 3, 5, 7. Calcule
cleo.

4. (Varidncia amostral) Para a amostra 4, 8, 12, 16, 20, calcule s* e s.
5. (Desvio padrao) Dados 10, 12, 14, 16, 18, 20, calcule s.

6. (Coeficiente de variagdo) Uma turma A tem z = 50, s = 5. Outra turma B tem
x = 200, s = 10. Compare a variabilidade relativa.

7. (Comparagdo de amostras) Duas amostras de resisténcia elétrica (§2): A =
{100, 102, 98, 101, 99} e B = {100, 80, 120, 110, 90}. Qual é mais homogénea?

8. (Identificacdo de assimetria) Dada média = 8, mediana = 6, moda = 4, classi-
fique a assimetria.

9. (Interpretacgao de boxplot) Em um boxplot, o lado direito da caixa é bem maior
que o esquerdo. O que se conclui sobre a distribui¢ao?

10. (Quartis) Calcule @1, Q2 e Q3 dos dados 2, 3, 5, 7, 8, 9, 10, 12.
11. (Decis) Para os dados do exercicio 10, calcule Dy e Dy.

12. (Percentis) Calcule Py5, Psy e Pr5 dos dados 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e verifique as
equivaléncias.

13. (Outlier) Para Q; = 6,5, Q3 = 18, identifique se 2 e 28 sdo outliers.

14. (Fisica Experimental) Medidas repetidas de um resistor (£2: 99,7; 100,3; 99,9; 100,1; 100,0.
Calcule z, s e C'V e comente a precisao.

15. (Educagao) Notas de duas turmas: T1 z = 6,0, s = 1,2; T2 £ = 6,5, s = 2,0.
Compare a dispersao relativa.

16. (Engenharia) Amostras de didmetro (mm): 20,02; 20,05; 19,98; 20,00; 19,95. De-
termine s e verifique se o processo esta dentro de x =+ s.

17. (Ciéncia de Dados) Dois modelos de regressao tém MAE (erro médio absoluto)
0,8 e 1,2 com desvios padrao 0,2 e 0,4. Qual é mais estéavel (menor C'V)?

18. (ENEM) Um candidato obteve nota 720 no percentil 90 da prova de Matematica.
Interprete.

19. (ENEM adaptada) As notas de 10 estudantes: 300, 400, 500, 500, 600, 600, 600, 700, 800, 900.
Calcule mediana, @1, Q3 e 11Q.
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21.

22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

(Vestibular) Em uma prova facil, a maioria das notas é alta e poucas sao baixas.
Classifique a assimetria.

(Regra empirica) Para z = 70, s = 5 (aproximadamente normal), qual o intervalo
que contém 95% das notas?

(Regra empirica) No mesmo caso, qual porcentagem esta entre 65 e 757

(Graus de liberdade) Para uma amostra de tamanho n = 5 com > x; = 100,
determine o valor que x5 deve assumir e explique o conceito.

(Comparagao de unidades) Estaturas em m (z = 1,70, s = 0,07) versus em cm
(x =170, s = 7). Mostre que C'V é invariante por mudanca de escala.

(Boxplot construido) Construa o boxplot dos dados 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 30
e identifique outliers.

(Revisao integradora) Para x = {1, 2, 4, 5, 8, 10}: calcule amplitude, z, DM,
s2, s, C'V, mediana, Q1, Qs3, P e classifique a assimetria.

(Desafio) Mostre algebricamente a igualdade entre as férmulasussa direta e a com-
putacional da variancia (equagao 6).

(Aplicagao pratica) Uma empresa mede tempos (min) de execugao de uma tarefa:
8,9, 10, 10, 11, 12, 25. Compare as medidas de dispersao e justifique por que s é
mais informativo que a amplitude.

(Dados agrupados) A distribui¢ao abaixo d& o niimero de filhos em 50 familias: 0
filho (5 fam.), 1 (10), 2 (18), 3 (12), 4 (5). Calcule a média, a varidncia amostral e o
C'V usando os pontos médios das classes (considere cada valor como ponto médio).

(Tchebycheff) Para uma varidvel com p = 50 e 0 = 5, obtenha um limite inferior
garantido para a propor¢ao dos dados no intervalo [40; 60]. E no intervalo [35; 65]7

(Momentos) Para x = {1, 2, 3, 4, 5}, calcule mgy, m3 e my (divisor n) e classifique
assimetria e curtose relativamente a normal.
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10.
11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.

Gabaritos Comentados

A=15-5=10.

. & = 5. Desvios absolutos: 3, 1,1, 3. DM = (3+ 141+ 3)/4 = 2. Em média, cada

observacao dista 2 unidades da média.

. =4 Desvios?: 9,1,1,9= Y =20. 0> =20/4=15, 0 = /5 ~ 2,236.

T = 12. Desvios®: 64, 16, 0, 16, 64 = > = 160. s*> = 160/(5 — 1) = 40, s = V40 ~
6,325.

n

& =15 Y a? = 100+ 144 + 196 + 256 + 324 + 400 = 1420, 2= — 8100 _ 135
ST =

2 = (1420 — 1350)/5 = 14, s = /14 = 3,742.

. T1: CV =5/50-100% = 10%. T2: C'V =10/200-100% = 5%. T2 é relativamente

mais homogénea.

A: £ =100, s =~ 1,58, CV ~ 1,58%. B: © =100, s ~ 17,3, CV ~ 17,3%. A é mais
homogénea.

. média > mediana > moda = assimetria positiva.

. Distribuigao assimétrica a direita (positiva).

n=8 Q= (+7)/2=6. Q1= (3+5)/2=4. Q3= (9+10)/2 =9,5.

D;: posicao 0,8 = 2+0,8(1) = 2,8. Dy: posi¢ao 7,2 = 12+0,2(. .. ) use interpolagao:
~ 11,4. (Refaca conforme regra adotada em sala.)

n =9. Py pos 2,25 = 2+ 0,25(1) = 2,25. Psg: pos 4,5 = 5. Py5: pos 6,75 =
6 + 0,75(1) = 6,75 Confira QQ = P50 = 5.

11Q) = 11,5. Limite inferior = 6,5 — 17,25 < 0; superior = 18 + 17,25 = 35,25. Logo
nem 2 nem 28 sdo outliers.

z =100,0, s = 0,249, C'V = 0,25%. Processo de alta precisao.
T1: CV =~ 20%; T2: CV =~ 30,8%. T1 menos dispersa relativamente.
T =~ 20,00, s ~ 0,041. Intervalo z + s & [19,96,20,04] — todos dentro.

Modelo 1: C'V =0,2/0,8 = 25%. Modelo 2: CV =0,4/1,2 = 33,3%. O primeiro é
mais estavel.

90% dos candidatos obtiveram nota inferior a 720.

Ordenadas: mediana = (600 + 600)/2 = 600. Q1 (pos 2,5): 500. Q3 (pos 7,5): 700.
110 = 200.

Média < mediana < moda = assimetria negativa.
T + 2s = [60; 80] contém ~ 95% das notas.

Entre 65 e 75 = 7 £+ s =~ 68%.
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23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

Ha 4 graus de liberdade; escolhidos 4 valores, x5 deve satisfazer Y x; = 100 + soma
dos 4 primeiros. Por exemplo, se 3.1 = 80, 5 = 20.

Em m: CV =0,07/1,70 = 4,12%. Em cm: CV = 7/170 = 4,12%. Invariante por
mudanca de escala.

Ordenados: @ ~ 3, Q3 = 9 (interpolag¢do), mediana = 6. [1Q) = 6. Limites: —6 e
18. Logo 30 é outlier.

Amplitude = 9; 2 =5, DM = (44+3+1+0+3+5)/6 = 16/6 ~ 2,67; s* =
(164+9+1+0+9+25)/5=060/5=12 s = V12 ~ 3,46; CV = 69,3%; mediana
=45 Q1 =2,Q3=38; P: pos 0,6 =1+0,6(1) = 1,6. Assimétrica positiva (média
5 > mediana 4,5 > moda 1).

Expanda Y (z;—7)? = Y 2? -2z Y x;+nz? = Y 27 — %(Z 7;)?, utilizando T = in.

n

Amplitude = 25 — 8 = 17 (fortemente afetada por 25). s ~ 5,6, refletindo melhor o
espalhamento tipico; mediana = 10. A amplitude ignora a existéncia de seis pontos
muito ligados ao centro e isola um outlier, enquanto s pondera todos os valores.

Dados agrupados. > n;p; =0-5+1-10+2-184+3-12+4-5=112 = z = 2,24.
S nip? =04 10 + 72 + 108 + 80 = 270. s* = %(270 — @) 4—19(270 — 250,88) =

50
1912 0,390 = s ~ 0,625. OV ~ 27,9%.

Tchebycheff. [40;60] = p+20 (k =2): ao menos 1—1/4 = 75%. [35;65] = p+30
(k= 3): ao menos 1 — 1/9 = 88,9%.

31. Momentos. T = 3. Desvios —2,—1,0,1,2. mg = (4+1+0+1+4)/5 =2 (¢? = 2).
mg = (—8—140+148)/5 =0 = g; = 0 (simétrica). my = (16+1+0+1+16)/5 =
6,8, my/ot =6,8/4=17<3= g, =1,7—3=—1,3 <0 (platictrtica).
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